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А н н о т а ц и я. Актуальность и цели. Целью работы является разработка алгоритма 
построения математической модели контролируемого объекта на основе анализа энтро-
пии распределения информационно-измерительного кванта. Материалы и методы.  
В работе подробно рассмотрены свойства информационно-измерительного кванта и воз-
можность его использования для оценки естественной изменчивости при решении изме-
рительных задач и для алгоритмизации накопления измерительной информации. Инфор-
мационно-измерительный квант рассматривается как минимальное формирование 
математической модели, отражающее суть вероятностных физических процессов, проис-
ходящих в контролируемом объекте. В работе рассмотрены возможности применения 
многомерного информационно-измерительного кванта для анализа энтропии информа-
ции, содержащейся в массиве результатов измерений, полученных от контролируемого 
объекта. Результаты. Предложен способ построения математической модели объекта, 
основанный на сопоставлении информационных энтропий модели и эксперимента. Пока-
зано значение информации, содержащейся в энтропии распределения кванта для оценки 
состояния контролируемого объекта. Разработан алгоритм выбора и оценки параметров 
модели на основе анализа энтропии распределения информационно-измерительного 
кванта. На примере распределения Вейбулла – Гнеденко и гамма распределения иллю-
стрируется выбор формы регрессии путем сопоставления коэффициенту энтропии двух-
мерного информационно-измерительного кванта результатов измерений и параметра 
формы статистической кривой, применяемой в качестве регрессии. Выводы. Результаты 
исследования двухмерного информационно-измерительного кванта были использованы 
для построения модели взаимосвязи неопределенностей временных характеристик рас-
пространения автоволнового сигнала проводящей системы сердца. 

A b s t r a c t. Background. The aim of the work is to develop an algorithm for constructing 
a mathematical model of a controlled object based on an analysis of the entropy of the distribu-
tion of an information-measuring quantum. Materials and methods. In this paper, the proper-
ties of the information-measuring quantum and the possibility of its use for assessing natural 
variability in solving measurement problems and for algorithmic accumulation of measuring in-
formation are considered in detail. An information-measuring quantum is considered as the 
minimal formation of a mathematical model reflecting the essence of probabilistic physical 
processes occurring in a controlled object. The paper considers the possibility of using a multi-
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dimensional information measuring quantum for the analysis of the entropy of information 
contained in an array of measurement results obtained from a controlled object. Results.  
A method of constructing a mathematical model of the object based on a comparison of infor-
mation entropies of the model and the experiment is proposed. The value of the information 
contained in the entropy of the quantum distribution to assess the state of the controlled object 
is shown. The algorithm of choice and estimation of model parameters on the basis of the anal-
ysis of entropy of distribution of information measuring quantum is developed. For example, 
the distribution of the Weibull-Gnedenko and gamma distributions is illustrated by the choice 
of the form of the regression by comparing the coefficient of two-dimensional entropy infor-
mation and quantum measurement, re-measurement results and the shape parameter of the 
statistical curve that is used as regression. Conclusions. The results of the study of two-
dimensional information measuring quantum were used to construct a model of the relation-
ship between the uncertainties of the time characteristics of the propagation of the autowave 
signal of the cardiac conduction system. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: форма математической модели, информационно-измери- 
тельный квант, неопределенность величины, статистические распределения, информаци-
онная энтропия, распределение Вейбулла – Гнеденко, гамма распределение. 

K e y w o r d s: form of mathematical model, information-measuring quantum, uncertainty 
of quantity, statistical distributions, information entropy, Weibull – Gnedenko distribution, 
gamma distribution. 

Математическое моделирование в экспериментальных исследованиях 
Проблема выбора математической формы модели при интерпретации и анализе результа-

тов эксперимента является важнейшей задачей анализа данных при построении физических и 
технических моделей. Традиционные пути решения подобной задачи основываются на аппрок-
симации данных с помощью нелинейных функций или полиноминальной регрессии [1–4]. 

Необходимость проведения большинства экспериментов связана с установлением мате-
матической модели наблюдаемых величин, которое включает в себя три основных этапа [3].  

На первом этапе устанавливается форма математической модели. В связи с тем, что од-
ни и те же данные эксперимента на исследуемом участке с одинаковой точностью могут быть 
описаны самыми различными аналитическими выражениями, необходим выбор кривой ап-
проксимации адекватный задачам поставленного эксперимента. Рациональный выбор анали-
тического описания обоснован лишь при учете ряда требований к математической модели: 
удобство использования; компактность модели и ее содержательность (т.е. интерпретируе-
мость аналитического описания, достигаемая путем придания физического смысла константам 
и функциям построенной модели).  

На втором этапе построения математической модели проводится расчет параметров вы-
бранной аппроксимирующей функции по выборке экспериментальных данных. Этот этап хо-
рошо формализуем, так как связан с решением уравнений, построенных для всех n экспери-
ментально наблюдаемых точек, и применением различных алгоритмов нахождения 
параметров регрессий. Усреднение несовместных решений избыточной системы уравнений 
можно провести различными методами: графическим методом, методом медианных центров, 
метод наименьших квадратов и др.  

На третьем этапе проводят проверку адекватности модели с помощью критерия провер-
ки, построенного на совпадении математических ожиданий (критерий Стьюдента) или на сов-
падении средних квадратических отклонений (критерий Фишера) результатов измерений и 
кривой моделирования, соответственно. 

Несмотря на хорошую алгоритмизацию второго и третьего этапов определения матема-
тической модели, первый этап выбора формы математической модели, остается не формали-
зуемой задачей. Для этих целей традиционно используются графические методы установления 
формы зависимости: метод обведения контура границ полосы рассеивания, метод медианных 
центров, метод выделения остатка и др. [3]. Недостаточное соответствие аппроксимирующей 
функции особенности формы экспериментальной кривой приводит к возникновению погреш-
ности адекватности. В этой связи проблема формализации выбора формы математической мо-
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дели и разработка методов анализа данных для определения параметров распределений явля-
ется актуальной. 

Информационно-измерительный квант и его свойства 

Формализация выбора формы кривой значительно упрощается за счет использования 
информационно-измерительного кванта (ИИК), предложенного ранее в работе [4] для оценки 
естественной изменчивости при решении измерительных задач и для алгоритмизации накоп-
ления измерительной информации. Информационно-измерительный квант рассматривается 
как минимальное формирование некоторой математической структуры, отражающее суть ве-
роятностных физических процессов, происходящих в моделируемом объекте. Основные свой-
ства математической структуры и возможности ее применения для решения прикладных задач 
информационно-измерительной техники даны на диаграмме (рис. 1).  

Для построения измерительного кванта предложено использовать совместную оценку 
текущего значения разности и ее нормированного значения, связанные с аддитивной и муль-
типликативной изменчивостью объекта исследования [4]. Квант должен иметь предельно ма-
лый размер и обладать всеми особенностями измерительной информации, необходимыми для 
формирования оценок погрешностей, порога чувствительности, разрешающей способности, 
числа различимых градаций.  

В качестве основных свойств информационно-измерительного кванта в работе [4] выде-
лены следующие качества математической структуры: свойство естественной изменчивости, 
которое можно интерпретировать как эквивалент информационно-измерительного обмена, и 
свойство алгоритмического накопления измерительной информации, необходимое для анали-
за метрологической надежности средств измерения и для синтеза методов, направленных на 
повышение надежности проводимых измерений. 

Авторами работы предложено при проведении статистического моделирования для вы-
бора формы математических моделей, анализа информации результатов измерений и установ-
ления соответствия математической модели результатам эксперимента использовать еще одно 
важное свойство информационно-измерительных квантов – свойство отображения упорядо-
ченности информации, содержащееся в энтропии распределений квантов в результатах вы-
борки измерения. В частности, рассмотрена возможность применения энтропии распределе-
ния информационно-измерительных квантов для поиска сложных форм математических 
аппроксимаций при построении статистических моделей. 

 

 
Рис. 1. Диаграмма свойств и областей применения информационно-измерительного кванта 
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Структура информационно-измерительного кванта 

В качестве кванта информации, предназначенного для формализованного выбора формы 
кривой математической модели и установления ее статистического соответствия результатам 
измерения, предлагается использовать минимальную дискретную единицу, построенную на 
основе произведения абсолютных и относительных погрешностей. Наиболее общая математи-
ческая структура погрешностей, позволяющая характеризовать свойства упорядоченности 
информации всей многомерной выборки результатов наблюдений, имеет вид [7] 

 
1

N N

i x i
i i N

x
Δ

Δ= =

γ = Δ ⋅ δ∏ ∏ . (1) 

Здесь N – число независимых наблюдаемых переменных; NΔ – число независимых 
наблюдаемых переменных, дискретные свойства которых характеризуются абсолютной по-
грешностью Δxi; (N – NΔ) – число независимых наблюдаемых переменных, дискретные свой-
ства которых характеризуются относительными погрешностями δxi.  

Если в процессе эксперимента наблюдаются две переменные величины, то для двухмер-
ной выборки результатов измерений строится двухмерный квант дискретизации измерений на 
основе абсолютной, относительной или приведенной погрешностей результатов. Если абсо-
лютные погрешности результатов измерений равны Δx и Δy, то в качестве двухмерного кванта 
измерений можно принять величину их произведения [5–7]: 

x yγ = Δ Δ . (2) 

Результатам измерений сопоставляется двухмерная площадь Δsi фазовой выборки изме-
рений, равная произведению значения ординаты yi на интервал координаты наблюдения i-го 
результата ( )1 10,5 −−i+ ix x : 

( )1 10,5i i i is y x x+ −Δ = − . 

Введение минимально измеряемой двухмерной неопределенности γ выборки измерений 
позволяет сопоставить каждому i-му результату измерений количество квантов дискретизации 
его двухмерной площади фазового пространства: 

i
i

sn Δ=
γ

 

и сформировать массив pi вероятностей наблюдения квантов дискретизации в области i-го 
значения как отношение количества квантов дискретизации i-го результата к полному числу 
квантов дискретизации двухмерной выборки результатов (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Процедура сопоставления i-му результату количества ni квантов γ  

в двухмерном пространстве выборки измерений 
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Полученная вероятность pi по своей физической природе выражает нормирование фазо-

вого пространства по суммарной площади B, ограниченной кривой и равной сумме двухмер-
ных площадей фазового пространства всех m результатов двухмерной выборки измерений: 

1

m

i
i

B s
=

= Δ . 

Результат умножения суммарной площади B на вероятность pi наблюдения квантов в фазо-
вой области i-го измерения равен значению координаты yi наблюдаемого двухмерного результата. 

Вероятностный подход к моделированию эксперимента 
Использование вероятности распределения для квантов дискретности измерения позво-

ляет записать математическую модель аппроксимации двумерного массива результатов 
наблюдений в виде выражения 

0( ) ( ) ,= ⋅ +y x B f x y . (3) 

где y0 – постоянная составляющая смещения, f(x) – функция плотности распределения для 
двухмерных квантов дискретизации измерений в зависимости от координаты наблюдаемой 
величины x.  

Таким образом, использование математической модели (1) позволяет рассматривать за-
дачу построения регрессии как формальную задачу нахождения гипотезы распределения ве-
личины x положения квантов дискретизации для двухмерной выборки результатов измерений. 
Предложенный способ построения регрессии позволяет применить для нахождения функции 
f(x) методы установления справедливости для статистических гипотез, подробно описанных в 
современной литературе [12–15, 18]. 

Для установления правомерности выбора статистической гипотезы симметричных распре-
делений широко распространен метод топографической классификации [3, 16, 17], в основу кото-
рого положена связь энтропии информации, содержащейся в результатах измерений, и формы ап-
проксимирующей кривой. Подобную взаимосвязь можно получить и для ряда несимметричных 
распределений [19], таких как распределение Вейбулла – Гнеденко, гамма распределение. Для 
этих распределений параметр формы однозначно связан с коэффициентом энтропии kэ, что позво-
ляет по энтропии информации, содержащейся в распределении, однозначно выбрать наиболее 
возможные формы распределений. В качестве примера на рис. 3 даны зависимости коэффициен-
тов энтропии kэ распределения Вейбулла – Гнеденко (кривая 1) и гамма распределения (кривая 2) 
от их параметров формы c в диапазоне 0,2 1c≤ ≤ . Формула для расчета коэффициента энтропии 
kэ(с) по значению параметра формы распределения Вейбулла – Гнеденко  

( )
11

э_ВГ
1

2 1

c
cek c

с
с

−+β

=
 Γ + 
 

, (4) 

где β – постоянная Эйлера: β = 0,5772157. При значении параметра формы равного 1 распре-
деление Вейбулла – Гнеденко и гамма распределение переходят в экспоненциальное распре-
деление с энтропией равной 1,922. 

Коэффициент энтропии для значений x наблюдаемых двухмерных квантов дискретиза-
ции измерений рассчитывается из выражения 

( )
э

exp
2

x

x

H
k =

⋅σ
. (5) 

Здесь ( )H x  и ( )xσ  – энтропия и среднее квадратическое отклонение значений x коор-
динат двухмерных квантов дискретизации измерений рассчитывается из выражений 

1

1( ) ln
2

N
i

i
i i

pH x p
x=

 
= ⋅ ⋅ Δ 
 , 2
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x i i
i

p x
=
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Рис. 3. Зависимость коэффициента энтропии kэ от параметра формы c: 

1 – распределение Вейбулла – Гнеденко; 2 – гамма распределение 
 

Алгоритм выбора и оценки параметров модели распределения 

Последовательность проведения расчетов при построении регрессии дана на рис. 4 в 
форме алгоритма анализа энтропии для распределения координаты x двухмерных квантов 
дискретности измерений. 

 

 
Рис. 4. Алгоритм выбора и оценки параметров модели на основе анализа энтропии распределения  
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После определения параметра формы регрессии методом моментов проводится опреде-

ление остальных параметров статистического распределения: параметры масштаба, параметр 
сдвига. Для большинства распределений нахождение параметров распределения сводится к 
оценке математического ожидания и дисперсии. 

Параметры масштаба a для рассмотренных выше распределения Вейбула – Гнеденко и гамма 
распределения могут быть найдены на основе моментов, так как математическое распределение и 
дисперсия несимметричных распределений связаны с его параметрами. Для проверки адекватности 
полученной регрессии двухмерной выборки результатов измерений следует воспользоваться из-
вестными критериями: t-критерием Стьюдента или F-критерием Фишера [12, 20]. 

В качестве достоинства предлагаемого подхода для построения регрессий следует отме-
тить возможность формализации выбора формы математической зависимости между наблю-
даемыми переменными.  

Результаты 
Методика применения информационно-измерительного кванта для построения регрес-

сий была развита в рамках научно-исследовательской работы «Фундаментальные основы по-
строения интеллектуальных информационно-измерительных систем для измерения парамет-
ров сложных электрических цепей и сигналов» (№ ГР 01201257173) [8]. Использование 
двухмерного информационно-измерительного кванта для построения модели взаимосвязи не-
определенностей временных характеристик распространения автоволнового сигнала прово-
дящей системы сердца позволит расширить возможности для прогнозирования атриовентри-
кулярных блокад 1й, 2й и 3й степени (Патент РФ 2591839) [6, 9, 10]. Применение 
информационно-измерительного кванта к моделированию автоволновых процессов миокарда 
расширило возможности исследования его электрофизиологических характеристик [7, 11].  
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